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INTRODUCTION

L’illustre Hermite 1 a attiré l’attention des géomètres sur 
à une classe de polynômes très remarquables, définis à 

x8 
l’aide des dérivées d’ordre supérieur de la fonction e~ïa, où 
a est une constante positive, dont la valeur ne joue aucun 
rôle essentiel pour la nature des polynômes en question.

1 Comptes rendus, t. 58, p. 94—100 ; 1864.

Soit généralement

(1) Dxe ia = - e 4aHn(xfd), a > 0,

Hermite a étudié le cas particulier a = | et démontré les pro
priétés suivantes très remarquables des polynômes Hn(x, a).

En premier lieu, soit n un positif entier quelconque, l’équa
tion algébrique du degré n par rapport à x :
(2) Hn(x, a) = 0
a toutes ses racines réelles et inégales, ce qui est une con
séquence immédiate de la formule (1) ; cependant Hermite 
indique le résultat beaucoup plus intéressant, que la suite de 
Sturm et la suite de Newton qui correspondent à l’équation 
algébrique (2) deviennent identiques.

C’est précisément cette propriété des Hn (x, a) qui s’exprime 
d’un autre point de vue dans le résultat intéressant que nous 
avons trouvé dans le paragraphe 6 du Mémoire présent.

En second lieu, Hermite a démontré les deux formules 
intégrales

H-00
(3) 4aHn(x, a)HP(x, à)dx = 0 , n =j= P ,
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C—-/w / (2a)nl/4ax(4) J e ia[Hn(x, a)) dx = -—.

Supposons maintenant convergent le développement en 
série de polynômes d’HERMiTE

(5) /(x) = A0H0(x, a) + a) + A2H2(x, d) + ...

et supposons ensuite qu’il soit intégrable terme à terme de 
x =— co à x — oo, après être multiplié par e-4a, il résulte 

(2a)«|/4^ . Ç+-*’r7 ( w,(6) -——:------An = \ e 4a Hn \x, a) f(x) dx ,n ! J—oo

détermination qui est analogue à celle connue pour les coef
ficients d’une série de Fourier.

C’est-à-dire que les fonctions

(7) e saHn(x,d)
forment, conformément à la terminologie de la théorie des 
équations intégrales, un système de fonctions orthogonales.

Cette propriété des polynômes cI’Hermite est très intér
essante, parce que, abstraction faite des fonctions trigono- 
métriques cos nx et sin nr, on a connu antérieurement , que 
je sache, seulement trois systèmes de fonctions orthogonales, 
savoir :

1) Les polynômes de Legendre1 ou les fonctions sphé
riques de première espèce P'\x).

2) Les fonctions cylindriques du paramètre zéro J°(and), 
oh les a» sont les zéro positifs de la transcendante entière

3) Les polynômes yM(x) d’AßEL3, définis d’après Halphen4 
par la formule

<8) - (—WW;
dans ce cas les fonctions

1 Histoire de l’Académie des Sciences (Paris) 1782, p. 163.
2 Fourier: Théorie analytique delà chaleur, chap. VI ; Paris 1822.
3 Œuvres, t. II, p. 284.
4 Comptes rendus, t. 94, p. 629—631; 1882.
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(9) e 2

forment un système de fonctions orthogonales.
Quinze ans après la publication de la note d’HERMiTE, 

feu M. Gram l 2, dans ses belles recherches sur les développe
ments en séries obtenus à l’aide de la méthode des moindres 
carrés, a retrouvé les deux systèmes de fonctions ortho
gonales (8) et (9).

1 Qm Rækkeudviklinger, bestemte ved de mindste Kvadraters 
Methode (Thèse du doctorat), Copenhague 1879; Journal de Crelle, 
t. 94, p. 41—73; 1883. (Voir pp. 54—55, 71—73.)

2 Bulletin de la Société mathématique de France, t. 7, p, 12—16; 
1879. Œuvres, t. I, p. 415—419.

3 Annales de l’École Normale (2) t. 9, p. 119—145; 1880. (Voir 
p. 124—129.)

4 Darboux Bulletin (2) t. 5, p. 462—488; 1881.
5 London Mathematical Society, Proceedings, t. 35, p. 417—427; 

1903.
° Loc. cit. (2) t. 12, p. 236—259 ; 1913.
7 Mathematische Annalen, t. 64, p. 388-—416 ; 1907.

En même temps Laguerre3 et M. Appell3 ont touché les 
polynômes d’HERMiTE sans pénétrer assez profondément dans 
la nature de ces fonctions intéressantes, tandis qu’HALPHEN4 
a essayé de donner une théorie des séries de la forme (5), 
théorie qui ne me semble pas rigoureuse.

Plus tard deux géomètres anglais, MM. Whittaker5 * et 
Curzon'1, ont étudié les fonctions orthogonales (7) sans trouver 
des propriétés essentielles des polynômes d’Hermite.

Dans sa Thèse du doctorat, M1Ie Wera Myller-Lebedeff7 
a étudié la série (5), au point de vue de la théorie des équa
tions intégrales, et trouvé une condition suffisante qui doit 
être remplie par la fonction /(æ), de sorte que la série en 
question soit convergente sur l’axe réelle de x = —& à 
x = -J- oo .

Or, la nature analytique des séries en question étant 
parfaitement inconnue, la valeur de ce résultat doit être 
désignée comme assez douteuse, à cause de la possibilité très 
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voisine que ces series sont de la même nature que celles 
étudiées dans les paragraphes 3, 4 et 5 du présent Mémoire, 
savoir que les séries sont convergentes dans tout le plan des 
x, pourvu qu’elles soient convergentes pour une valeur quel
conque de la variable x.

Il saute aux yeux que la théorie des équations intégrales 
ne donne aucun moyen pour répondre à la question susdite 
parce qu’elle est bornée à l’étude de la série en question pour 
des valeurs réelles de la variable et à la détermination des 
coefficients à l’aide d’une expression intégrale analogue à (6).

Cela posé, on se rappelle involontairement la remarque 
de M. Kneser; l’éminent géomètre allemand dit, en effet:1

»Man wird also sagen dürfen, dass zwar für die Lehre 
von der Darstellung willkürlicher Funktionen die Integral
gleichungen ein mächtiges Hilfsmittel bieten, dass aber 
die tiefsten Geheimnisse nicht aus den geltenden Integral
gleichungen, sondern nach wie vor aus den Differential
gleichungen geschöpft werden müssen.«

J’ignore si les séries de polynômes d’Hermite possèdent la 
propriété susdite parce que je n’ai pas réussi à pénétrer les 
difficultés considérables, cependant je me réserve de revenir 
à cette question dans un second Mémoire.

Quant aux résultats obtenus dans le Mémoire présent, 
nous nous bornerons à indiquer seulement qu’il existe une 
certaine analogie entre les polynômes d’HERMiTE et les fonc
tions sphériques P'\x).

En effet, le polynôme Hn(x,a) est intégrale particulière 
d’une équation différentielle homogène et linéaire du second 
ordre, équation qui est satisfaite aussi par une fonction 
transcendante h)t(x, a) qui se présente sous la forme

C 2a J?
(10) h„(x, a) = Hn(x, a~)\ eiadx — -. Gn_i(x, a) e^t, n>l,

«-'o n ’

1 Rendiconti del Gircolo Matematico di Palermo, t. 37, p. 197; 1914. 
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où Gm (x, a) est un polynôme entier du degré m par rap
port à x.

Nous désignons comme fonctions d’IlERMiTE de seconde 
espèce les trancendantes entières hn(x, a), et il saute aux 
yeux que la formule (10) est très analogue à la formule de 
Gauss pour la fonction sphérique générale de seconde espèce.

D’un autre côté il existe une différence essentielle entre 
les polynômes d’HERMiTE et les fonctions sphériques.

En effet, cherchons un développement de la forme
n-^ oo

(11) Kn(y, a)Hn(x, d)

analogue à celle de la théorie des fonctions sphériques, savoir
Hss. 00

<12)
” n—0

les coefficients Kn(y, a) se présentent sous forme de séries 
divergentes; néanmoins l’intégrale qui correspond à (6) existe 
et admet comme série asymptotique la série divergente 
susdite.

Remarquons encore en passant que, dans les dernières 
années, plusieurs géomètres, notamment l’eminent astronome 
suédois M. Charlier, développent une fonction quelconque 
en série de la forme (5), séries dont les premiers termes 
donnent une approximation pratique de /(æ).

Il me semble très remarquable que ces séries, d’une 
nature si ardue et inaccessible, possèdent une telle propriété 
pratique, cependant j’espère revenir à cette question dans 
un second Mémoire sur les polynômes d’H ermite.

Copenhague, le 19 octobre 1917.
Niels Nielsen.



CHAPITRE I.
Sur les suites harmoniques.

§ 1. Définition et propriétés fondamentales.
Dans ce qui suit nous avons à étudier une suite infinie 

de polynômes entiers

(1) /o (z), A (z), A (a;), •. •, A (z), •.. 
assujettis à satisfaire aux deux conditions suivantes :

1° fn(x) est toujours, quel que soit l’indice n, du degré n 
par rapport à x.

2° Soit n > 1, nous aurons constamment
(2) /n(®) =/„-i(a;).

Cela posé, je dis qu’il existe une suite infinie

(3) Cto, , #2, • • • 5 tlji, • • • » -4" 0,
telle que nous aurons, pour une valeur quelconque de l’in
dice n,

En effet, le polynôme fn(x) se présente toujours dans la

ce qui donnera, en vertu de (2),

d’où immédiatement
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an,s = «n-i,Â, 0<s<n—1.
Soit ensuite s un indice quelconque, nous aurons par 

conséquent
8 ’ Gfl—1, 8 dg î 5 ,

ce qui donnera précisément l’expression générale (4).
Inversement, il est évident que les polynômes définis par 

l’expression générale (4) satisfont aux deux conditions susdites.
Dans ce qui suit nous disons pour abréger que la suite

(1) est une suite harmonique, dont la base est la suite (3), 
ce que nous désignons par le symbole [an, fn(x)]. De plus, 
nous désignons simplement par [a„] la base (3). Ces défini
tions adoptées, nous avons tout d’abord à développer quel
ques propriétés fondamentales des suites harmoniques, pro
priétés qui nous sont indispensables dans nos recherches 
suivantes.

I. Soient [a,,, fn(x)] et [6„, deux suites har
moniques quelconques, il existe une suite ordi
naire
(5) «o, ai, a2, . . •, a,t, . . .,
de sorte que nous aurons pour une valeur quel
conque de n
(6) <fn(x) = «o/n(^)H“ai/n-l(^)H-. • • Un—1 fl (#) 4" «n/o(x). ’

En effet, fn(x) et étant toujours précisément du 
dégré n, il existe une identité de la forme
(7) <pn{x) = + +
où les ß1ltS sont des constantes. Introduisons ensuite, dans
(7) , les expressions obtenues pour et les nous
aurons en égalant les coefficients des mêmes puissances de 
x qui figurent aux deux membres de (7)

(8) b s — ßn,odg-ß- ßn, ids— 1+ • • • ßn.sdo , 
où il faut supposer 0 < 5 < n.

Cela posé, désignons par s un nombre fixe quelconque, 
la formule (8) est valable pour n>s\ c’est-à-dire que nous
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aurons successivement, en introduisant dans (8)
0, 1, 2, . .., s —1

à la place de s
ftn, s == fis, s === ag , Zl > S.

IL Soient [an, /„(«)] et \bn, pn(x)] deux suites har
moniques quelconques, l’expression

= n
(9) An = (—l)7n_,(®)^,(a;)

8 = 0
a toujours une valeur constante, tandis que les 
polynômes

s = n
(10) 4>n(x) = fn-»(X)<ps(x)

8 = 0
forment une nouvelle suite harmonique.

Étudions tout d’abord l’expression An, nous aurons en 
différentiant par rapport à x

8==n—1 s ■= n
An =\ '(-l)7n_,_1(a:)F(x)-|- V (-1)7»-. (*) ^_i(s) = 0 ;

8 = 0 8—1
c’est-à-dire que An a une valeur constante. Soit x = 0, il 
résulte

g = n

(11) An = (-1)8 an_tbs.
8 = 0

Quant au polynôme </>„(#) défini par l’expression (10), 
nous aurons de même

(12) <^(æ) — (#), n > 1,

de sorte que les d>n(x) forment une suite harmonique; soit 
[«„] la base correspondante, il résulte, en vertu de (10),

g — n
(13) an = 0n(°) = ~ 'an_tbg.

8=0
Comme une conséquence immédiate de la définition des 

suites harmoniques, nous aurons la proposition suivante :
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III. Soit [an,/n(^)J une suite harmonique quel
conque, la formule de Taylor se présente sous la 
forme

(14) fn(x-\-h) = /,»(#) + Yj/n-l(^)+ + +

Il est bien connu que M. Appell 1 a étudié, le premier, 
d’un point de vue systématique, les suites harmoniques.

(3) <p(o)ea* = f0(x) + ^(x)a 4- fa(x) a3 + fn(x)a" + ..., 

et il est évident que les deux séries de puissances qui figu
rent aux seconds membres de (1) et (3) sont en même temps 
convergentes ou non, quelle que soit la variable x.

1 Annales de l’École Normale (2) t. IX, p 119—145; 1880.

En effet, soit (1) une suite harmonique conformément 
à notre définition, puis supposons pour tous les n

Fn(x) = n\fn(x),

l’illustre géomètre français étudie la suite
^o(æ), Fi(æ), F2(x), ..., Fn(x), ....

dont les éléments satisfont à la condition générale
Fn (z) = nFn^ (æ).

Or, mes recherches sur les fonctions de Bernoulli mon
trent clairement l’avantage de la modification de notre dé
finition des suites harmoniques.

§ 2. Sur une formule de M. Appel.
Supposons maintenant que la base [an] de la suite har

monique [an, soit telle que la série de puissances 
(1) (cl) = flo -H #1 CL A" 4" • • • 4" Æntt” 4" • • •
ait le rayon de convergence p, puis multiplions (1) par la 
série de puissances toujours convergente

(2)

il résulte
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La formule (3) est due à M. Appell. 1
Les deux séries de puissances (1) et (3) ayant le même 

rayon de convergence, nous aurons par conséquent
I - I I n/7---- 1 1

(4) lim sup Van == lim sup Vfn{x) = — ,
n = oo I - n = oo p

quelle que soit la variable x.
Soit tout d’abord p un nombre fini plus grand que zéro, 

nous avons à étudier la série infinie

(5) Ao/o(æ) -f- + AïfAx) + . . . 4- Anfn(x) -j- ...,

où les coefficients sont indépendants de x.
A cette effet, posons

I I
(6) lim sup VAn = a,

n = oo

nous aurons le théorème suivant :
I. Soit o < p, la série (5) est absolument 

convergente pour une valeur quelconque de la 
variable x.

En effet, posons
a = p — 4(? ,

où o est une quantité positive, il existe un positif entier 
Ntel que nous aurons constamment

—2J, n>A\.

De plus, il existe un autre positif entier N2, tel que 
nous aurons constamment

n>N2,

ce qui donnera

I fr~Anfn(x) I < , n >N ,
! \ ~ p— o

où N est le plus grand des nombres N1 et TV, ; c’est-à-dire 
que la série (5) est absolument convergente, quelle que soit 
la variable x.

1 loc. cit. p. 120.
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Soit, au contraire, a > p, nous verrons de même que la 
série (5) n’est pas convergente, abstraction faite de certaines 
valeurs spéciales de x peut-être.

Enfin, soit a = p, la nature de la série (5) est très 
différente, nous le verrons clairement dans les paragraphes 
suivants.

Étudions maintenant le cas extrême p = co, il est évi
dent que la série (5) est absolument convergente pour une 
valeur quelconque de x, pourvu que a ait une valeur finie, 
tandis que a — co exige des recherches ultérieures.

Quant au second cas extrême p = 0, les deux séries de 
puissances (1) et (3) ne sont convergentes que pour a = 0 ; 
néanmoins la suite harmonique correspondante [an, fn(x)] 
existe, et la convergence de la série (o) exige nécessaire
ment <7=0.

§ 3. Étude d’un cas spécial.
Dans ce qui suit nous supposons que le rayon de con

vergence p soit un nombre positif fini, et nous avons à 
étudier le cas spécial, où les éléments aH de la base [a„] 
satisfont à la condition

(1) lim (/>*«»)= 1.
n= oo

Posons ensuite pour tous le n

(2) +
r

nous supposons de plus que la série infinie 2dn soit 
absolument convergente et que nous ayons constamment 
| ^n+11 I \ •

Cela posé, la définition de /n(æ) donnera immédiatement 

<>’7«W - (1-Ho) ^i" + (l+«,)(£zi) ]+ • ■ • +(!+«.) , 

ou, ce qui est la même chose,
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8 = n+l 8=0

Posons maintenant pour abréger

(3) Pnfn(x) = ePx + dn (x),
nous aurons par conséquent

(4) i^)i i^i.

«=>n+l 8 = 0

Quant à la première des sommes qui figurent au second 
membre de (4), supposons

«4-1 > ,

il résulte

y W i^iw+1 /-< i w i w3 i \
s'. («4-1)1 \ ■'■«4-1 (n4-l)»“t’,,7 ’

ce qui donnera immédiatement

,fl. yi^i* < |'”|*+1 1
,fÿ, s! »• *+i-W

Supposons particulièrement

(6) kl <K,
où K est un nombre positif arbitrairement grand, nous au
rons de même

m yw <- w+1 1
{ ' si ni n+l— pK ’
où il faut supposer naturellement

«4-1 > pK.
Quant à la seconde des sommes qui figurent au second 

membre de (4), nous posons comme ordinairement
« « — 1™ = -2 ' ,n = ~~2~ ’

selon que « est pair ou impair ; de plus, désignons par g la 
limite supérieure des |JJ, nous aurons
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• W.-.I -14

« = O s=-m+l

Supposons ensuite
m4~l > \px\,

nous aurons par conséquent

tandis que la condition (6) donnera

où il faut supposer naturellement

Cela posé, nous aurons, en vertu de (4), (5) et (8)
m 1 > pK.

c’est-à-dire que la série infinie 2’^w(æ) est absolument con
vergente, quelle que soit la variable x, et uniformément 
convergente, pourvu que |æ| < K.

Ces résultats obtenus, il est facile de démontrer le théo
rème suivant:

I. La condition nécessaire et suffisante pour 
la convergence de la série infinie
(12) F(x) = Aofo(x) + A/i(z) + ^2/2(2) + • • • + Anfn(x)...
est que la série à termes constantes 

(13) 

soit convergente. Dans ce cas la série en question 
est convergente, quelle que soit la variable x, et
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uniformément convergente, pourvu que |x| < K; 
c’est-à-dire que F(x) est une transcendante entière.

En effet, supposons tout d’abord convergente la série (13), 
nous aurons, en vertu de (3),

zt co n — x n = oo

(14) 'Anfn(x) ~ >».(«)•

Or, nous aurons, en vertu de la convergence de (13),
(15) lim 0=0;

il est évident que les deux séries qui figurent au second 
membre de (14) sont convergentes, quelle que soit la variable 
x, et uniformément convergentes, pourvu que |rr | < K; c’est- 
à-dire que la série qui figure au premier membre de (14) a 
les mêmes propriétés.

Inversement, supposons convergente la série (12), nous 
trouvons nécessairement la condition (15), parce que 

lim (/>’7n(^)) = # 0 ;
n = oo

c’est-à-dire que la seconde série qui figure au second membre 
(14) est convergente quelle que soit x, et uniformément 
convergente, pourvu que |a?| < K, ce qui exige la conver
gence de la série (13).

Cela posé, il est evident que le théorème précédent don
nera immédiatement cet autre:

II. Supposons qu’il existe une valeur quelcon
que x, telle que la série (12) est convergente pour 
x = x1, cette même série est convergente, quelle 
que soit'la variable x et uniformément conver
gente, pourvu que |æ|<A'; c’est-à-dire que F (x) 
est une transcendante entière.

Prenons maintenant pour point de départ la série de 
puissances toujours convergente, obtenue pour F(x), savoir
(16) F(x) = c0 + cit4-C2^2+ • • • +cwæn+ .. ., 
un théorème très connu de Weierstrass donnera



Recherches sur les polynômes d’Hermite. 17

Soit par exemple, quel que soit n,

«» = 1, 
savoir

npn /yH—1 /y»
(18) /”W-L + (£î)ï + "- + T! + 1'
nous aurons
(19) /> = !, ô\ = 0, 

et la série de puissances de M. Appell deviendra
n — oo

Pax X 1
<2°) i _ « fn^an' 1 a 1 <1 ’

n = 0

ou, ce qui est la même chose 

(21)

de sorte que nous aurons de même
n = oo

(22) cos ax = (—l)n(a2n/2n(æ) + «2n+2/2n+2(^)),
n«=0

n — oo

(23) sin ax = (—l)n(/2re+i («) — MC»)) a2n+1,
n — 0

où il faut supposer également |a| < 1.
Dans ce cas la formule (17) donnera

(24) n ! cn — An An+i -j- ^U+2 + • • • »
savoir
(25) An = n! cn — («+!)! Cn+i ;
c’est-à-dire que le théorème I donnera ici:

III. La condition nécessaire et suffisante qui 
doit être remplie par la transcendante entière(16) 
développable en série de la forme

(26) F(x) = AMx) + A.f^x) + . .. + Anfn(x) + .. .
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. I, e. 2
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est que
(27) n \ cn

ait une valeur limite finie, le cas spécial

<28>
où k est une constante, exclu.

Soit par exemple

(29) ,
n = 0 '

nous aurons, en vertu de (25),
n — oo

(30) F(x) ==■ _____
(^4-«)(^ + «+l)

Remarquons en passant que le polynôme fn(x) est inté
grale particulière de l’équation différentielle homogène et 
linéaire du second ordre
(31) = o,

qui admet, comme autre intégrale particulière, la fonction ex.

§ 4. Application sur les fonctions de Bernoulli.
Comme seconde application nous avons à étudier la suite 

harmonique formée des fonctions de Bernoulli

Bq(x) = 1

B^x) = x + 4
(1) <Y

1 ! V(—
n W h ! 2 (n—1) ! (2s)!(n-2s)l ’

où les Bs sont les nombres de Bernoulli, suite harmonique 
qui est définie par les équations aux différences finies

/ytl—1

(2) Bn(x) — Bn(x-1) = , n>l,

de sorte que la formule (14) du paragraphe 1 donnera
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x“ _ Bn(x) Bn-x{x) , (—l)’lB0(æ)
n! ~ 1! 2! (n4-i)! *

Dans ce cas la série de puissances de M. Appell deviendra

(4)
n = 0

de sorte que nous aurons
(5) p = 2k.

Or, la formule d’Euler

(2k)2” B„ _ 1 , 1 , 1 .
(2n)l2 ” I2n~r22n < 32w-b---

nous conduira à poser

(b) ^n) ! 2 1 1 n ’
ce qui donnera

. _ 1 x £ , 1 ,
°n O2n 1 32« I 42n 1 ’ ’ ' ’

et nous trouvons évidemment

a 2 , 4 8 16 ,
< 22» + 42» "T 82» h 162n + ’

savoir

(7) dn <Z ø2~i y « 22«—2 ’

c’est-à-dire que la série infinie 2'Jn à termes positifs est 
convergente, et que nous aurons de plus <?n+i < ân.

Cela posé, étudions tout d’abord la fonction
nous aurons, en vertu de (6),

L-itW. _

‘\7(—1)»(2ttz)2s Z1 , , . (—!)"«■ (2nX^_(—l)n (2^)2«
(2sj! O + «n-s.) 2 (2n—1)1 2 ’ (2n)l ’

8 = 0

ce qui nous conduira à poser généralement

(8) -—. Bin(x) = cos 2kx + £2n(æ),

2*
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où il faut admettre

> M ' V(-iy(2*r)fr _ (~l)^(2^-i _(-!)’■(M* .
2nW (25)! n~s (2n—1)!2 (2n)! 2 ’

supposons ensuite
2 |rr I < n ,

nous aurons par conséquent

ijj z~\i ÿ_7|27ra:|2s , tt • 127rz|2w-1 , 12^|2n • e 2**l
1 2nWI '  (25)! n~‘ ' (2n-l)! ‘ (2n)l

Ces réductions faites, les définitions de m et g appliquées 
dans la formule (8) du paragraphe 3 donnent ici l’inégalité

(9) 13* (rr)l <■ â • e 2nx -4- ^~l~e|27ra! a I . 7T • 127Txl2n .
(y) àn_m e +2m-|2^| (2m—1)! (2n—1)! ’

soit ensuite

(io) kl<*,
nous aurons de même

(11) 13« (æ)i < d • e2nK + g2?tK • 1 n(2xK)2n 1
(M |d2,t( )| dn_m (2m—1)!' (2n—1)! ’

Quant aux fonctions 52n+i(a;), posons

(12) ------B2n+i(x) = sin 2>tx + 32w+i(*),

nous aurons

(131 3 (x\ = _(-lM2^)2« _(-l)”(2^x)2"+i
( O) 02h+iW — (25-1-1)! dn~" (2n)!2 (2n-f-l)!2 ’

de sorte que nous trouvons dans ce cas

(14) 13« +i(æ)I < 3< , ç|g»«l i f-j-el***! 12?rx|**+1 . mlgaa?!1*
( 4) |0*H-1WI . On-m + 2m4-l—|2ttz| (2m)! + (2n)!

et, pourvu que la condition (10) soit remplie,

(15) 13, ,,(a;)l à g-\-e2nK (2vK)2m+\
(•) l<WiWl<A-me + 2m-rl — 2-K (2m)! + (2n)! '

Cela posé, il est évident que la convergence de la série
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(16) F(x) — AoBo(a?) -|- /lj Bi (^e) —^42 ~H • • • H- 4nBn(x) -f-...

exige la convergence de ces deux séries à termes constants

(17)

condition qui est à la fois nécessaire et suffisante. Dans ce 
cas la série (16) est convergente, quelle que soit la variable 
x, et uniformément convergente, pourvu que |æ| < K\ c’est- 
à-dire que F (x) est une transcendante entière.

De plus, le théorème II du paragraphe 3 donnera ici:
I. Supposons qu’il existe un nombre Xi y \ 

où p est un entier quelconque, tel que la série (16) 
soit convergente pour x = $i, cette même série 
est convergente, quelle que soit la variable x, et 
uniformément convergente, pourvu que [x\ < K; 
c’est-à-dire que F(x) est une transcendante en
tière.

Posons
(18) F(x) = co+ cix + c2x2 + cnxnJr ...,

nous aurons, en vertu de (16),
1 = 00

(19) n\cn — An + -g-.4n+l ’ ^n+2s‘

Prenons maintenant pour point de départ la transcendante 
entière F(x) définie par la série de puissances (18), puis appli
quons la formule (3), il résulte

(20)

Cela posé, supposons convergentes les deux séries à 
termes constants

1 Savoir les zéros des deux fonctions cos 2;rx et sin 2ttæ, les va 
leurs limites de B2n(x) et de B2n—i(x) respectivement.
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puis ordonnons formellement d’après les Bn(x) la série à 
double entrée qui figure au second membre de (20) ; je dis, 
que le coefficient An de Bn(x), savoir

S = oc
A . '( 1)S(^ s) !

n (5 + 1)!

est une série convergente, quel que soit n.
En effet, nous aurons évidemment

4 _ V’C—l)s(^ + s)! Cn+s (2æ)m+*
* fl (2^+' >+l)!‘

et il saute aux yeux que la série An est absolument con
vergente, parce que le premier facteur qui figure sous le 
signe sommatoire a la valeur limite zéro.

Gela posé, il est évident que la somme finie

(23) sn = AqBq^x) + /li/?i(x) + . .. + AnBn(x) 

a un sens quel que soit l’indice n ; de plus, il saute aux 
yeux que l’expression

F(x)—sn

ne contient que des fonctions de Bernoulli, dont l’indice 
est plus grand que n.

Posons ensuite, conformément aux formules (8) et (12),

les deux fonctions ^(a;) et ne sont autre chose que 
cos2;tæ et sin 2^rc ou inversement.

Posons encore
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s = m—n—1 ,
V<-1) ” 5™-.W(2’r)m

” ' (s + l)12s —0

“ (2>r)”

il est évident que les deux séries infinies
# ■= 00 g = oo

Z G-m + 2s , y I 4- 2s + 2s + 11
s= 0 s = 0

sont convergentes quel que soit x, et que la dernière de ces 
séries est uniformément convergente, pourvu que |æ| < K.

Cela posé, il résulte, en vertu d’un théorème bien connu, 
que la série

a = oo

(24) Rm =1 Ctm+2» Wm+2s
s = 0

est convergente, quelle que soit la variable x, et uniformé
ment convergente, pourvu que \x\ < K. De plus, la con
vergence des séries (21) donnera la valeur limite

(25) lim Rm = 0.
m = oo

Or, nous aurons, en vertu des formules (20), (23) et (24),

F(x) = Sn 4“ Rn+l + Fn+2 ■>

ce qui donnera le théorème suivant:
II. Supposons que la transcendante entière

(26) F(x) = c0 + cix + c^x2 4-.. . + cnxn + • • •

ne soit pas périodique avec la période additive -bl? 
puis supposons que les deux séries (21), formées 
des coefficients cm, soient convergentes, la fonc
tion F(x) est développable en série de la forme

(27) F(x) = A0B0(x) + A1B1(x') + ... + A„Bn(x) + ... ,

où les coefficients An sont définis par la formule 
(22). La série de fonctions de Bernoulli ainsi ob-
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tenue est convergente quelle que soit la variable x, 
et uniformément convergente pourvu que |æ|<Æ.

Prenons maintenant pour point de départ la formule (27), 
il résulte, en vertu de la formule (2),

(28) •
n ■= J v

de sorte que tous les coefficients An s’évanouissent dans le 
cas spécial où F(x) est une fonction périodique avec la 
période additive +1.

§ 5. Applications sur les fonctions d’Euler.
Revenons à la formule 

(1)

nous aurons par conséquent

(2) = cos2zra;, <f2m+i(x) = sin 2-z,

ce qui donnera

pm (% 1) == pmÇp)
pm (% 2^ ~ pm(%)

pm( % 1) — (
tandis que nous aurons de même

(—l)mBm(— x — 1) = Bm(x).

Cela posé, il résulte, en vertu de la formule (1),

(3) (—l)wdm(—x~l) = dm{x),

tandis que l’équation aux différences finies (2) du paragraphe 
4 donnera

(4) ;

c’est-à-dire que la transcendante entière 8m(x) a des propriétés 
fondamentales analogues à celles de Bm(x).
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Appliquons ensuite la formule

B„(x) - +

il résulte, en vertu de (1),
(5) fm(x) + - 2” i(*. ( I) + i„(5=J)).

Soit ensuite Em(x) la fonction d’EuLER, nous aurons 
quel que soit l’indice m

E„(x) - 2“(b„+1 (-i) - B„+1 (îj-1-) ) ,
ce qui donnera, en vertu de (1),

(6) = -4P„+1W + l^m+1(£=l)_a„+1^)),
formule qui nous permet d’étudier les développements en 
séries de fonctions d’EuLER.»

On voit que l’étude de ces séries est parfaitement 
identique à notre étude sur les séries de fonctions de 
Bernoulli et que les résultats obtenus sont analogues aux 
précédents.



CHAPITRE IL
Les polynômes d’Hermite.

§ 6. Définition des polynômes d’Hermite.
Après cette digression sur les suites harmoniques nous 

avons à résoudre le problème suivant :
Déterminons trois suites infinies

do cii ci2 CI3 . ... an ....
«2 «3 .... ttw ....

• • • • ßn • • • •

de sorte que les éléments de la suite harmonique 
[ein, f(x)] satisfont à la condition

(1) fn(x) = anxfn-i(x) H- ^n/n_20) , H > 2.

Remarquons tout d’abord que l’équation fonctionnelle (1) 
est une relation homogène et linéaire dans les an, nous pour
rons attribuer à a0 une valeur convenable sans restreindre 
la généralité de la solution de l’équation fonctionnelle en 
question; nous posons par conséquant

(2) a0 = 1.

Ces remarques faites, introduisons dans (1) les expressions 
obtenues pour

/„(X), fn-lÇx), fn-zÇx'),

nous aurons, en égalant les coefficients de la puissance xn 
qui figure aux deux membres de (1),

1 = an 
ni (n—1)! ’



Recherches sur les polynômes d’Hermite. 27

ce qui donnera

(3) an = — ,

d’où, en égalant les coefficients de la puissance æn_1,

d^ __ d-n

(n^T)! “ (n—2)1 ’ 
savoir

(4) a1 = 0.

Soit ensuite 2 < p < n—1, nous trouvons généralement, 
en étudiant les coefficients de la puissance xn~p,

Clp dndp i ßndp—2

(n—p)l ~ (n—p—1)1 H.n — p)! ’

ce qui donnera, en vertu de (3),

(5) = 2<p<n—1.

Étudions tout d’abord le cas p = 2, il résulte

d’où en posant .

(6) d.y = —- d ,

où a est un nombre complexe quelconque, différent de zéro,

Appliquons ensuite la formule (4), nous aurons successive
ment le résultat général
(8) «2t>+i — 0.

Cela posé, introduisons, dans (5), 2p au lieu de p, la 
formule en question déviendra

a
Û2p — ~~ ' d2p—2 i

ce qui donnera généralement
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fyZp ----
(—Ypa?
~JT~ ’

de sorte que l’élément général de la suite harmonique cher
chée se présente sous la forme

do)
« = 0

ce qui est précisément une généralisation des polynômes
remarquables, étudiés pour la première fois par Hermite.

Il est très intéressant, ce me semble, qu’il n’existe aucune
autre suite harmonique que celle formée des polynômes 
d’HERMiTE, dont les éléments satisfont à une équation fonc
tionnelle de la forme (1), où les an et les ßn sont indépen
dants de x. De plus, il est intéressant, ce me semble, que 
la seule équation fonctionnelle de cette forme deviendra

(11) nHn(x, a) = xHn_i(x, a) — 2aHn-z(x, a).

Les premiers des polynômes Hn {x. a) deviennent

H0(x,a) = 1

Hx(x, a) = x

H2(x,a) = — — a

X^Ha(x,a) = -g- — ax

r7 z x x* ax2 . a2
æ) 24 g» ' 2

„ z x x3 axA . a2x
+“2

z x æ6 ax* . a2x2 a3
*.(*.«) = rø) ~ 24+1-----y

Remarquons que la définition des polynômes d’HERMiTE 
donnera immédiatement les identités 

(12) Hn (ja’ 4a) = (2a)~n//n^
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(13) Hn(xVa,a) = aiHn(x,l),

il saute aux yeux que la variable a ne joue aucun rôle 
essentiel dans les polynômes d’HERMiTE. Néanmoins, l’intro
duction de ce paramètre quelconque rend beaucoup plus 
flexibles les fonctions Hn (x, a), nous le verrons bientôt.

Remarquons maintenant que les Hn (x, d) forment une 
suite harmonique, considérées comme fonctions de x, nous 
aurons la série de Taylor

s = n ,
V“ hs

(14) Hn(x + h, d) a),
s—0

ce qui donnera pour h = — x
8 = 2n

/ir. (-l)V VV—!)8^ u ( \(! ) zH— ““ s!—#2«-. (*,«),

s = 0

8 = 2n-f-l

(16) o a).
8 = 0

De plus, l’identité évidente

(17) DaHn(x, d) = — Hn-2(x; d)

donnera cet autre développement analogue à (14)
<|

(18) Hn(x,a + h)
8 = 0

d’où, en supposant h = — a.

<i
(19) ïî\ -

8=0

L’application du théorème II du paragraphe 1 est évi
dente; nous aurons immédiatement

s == 2n+l

(20) A2n+1 = (—l)s H 2n-s+i(x, a)Hs(x, b) = 0,
8 = 0
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8 = 2n
(21) A2n - £(-1)»Z72„_,(x, a)H,(x, b) -

» — O
Quant à la suite harmonique, dont l’élément général est 

le polynôme 8 — n
@n(&) == -gjT Hn— «(#, d)Hs(x, b'),

s ■= O
la base correspondante [b,,] se détermine comme suit

&2n+l — 0 ,
(-1)« /a-\-b\n 

b2n - \~r) ’

ce qui donnera la formule curieuse
8~V

(22) 2"ff. (x, -JS7ff„_,(x, a)H,(x,b),
8 = 0

qui représente une formule d’addition relativement au der
nier argument de Hn (x, a).

Combinons la formule (17) et l’identité évidente

DxHn (x, a) = Hn-i (æ, a),

nous verrons que l’équation aux dérivées partielles

(23) S + g-®

admet comme intégrale particulière le polynôme d’HERMiTE

(24) u = Hn(x, y), 
quel que soit l’indice n.

Dans nos recherches suivantes nous retrouvons plusieurs 
fois l’équation aux dérivées partielles susdite.

§ 7. Formules récursives générales.
Il est très intéressant, ce me semble, que les polynômes 

d’HERMiRE jouent un rôle important dans la théorie des 
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équations fonctionnelles beaucoup plus générales que celle 
étudiée dans le paragraphe précédent.

En effet, il saute aux yeux que l’équation aux diffé
rences finies par rapport à y

(1) vfy(x, d) = xqv_i(x,d)—2aqv_2(x,d) 

admet, pour v égal au positif entier n, la solution

(2) Tjn(x, d) = Hn(x, a),

solution particulière qui est intimément liée à la solution la 
plus générale (x, a).

En effet, je dis en premier lieu, que nous aurons la for
mule générale

(3) ( n ) ~ JT“' Hn~s V™-' («» a) ’
s —O

où n est un positif entier quelconque.
Remarquons tout d’abord que la formule (3) deviendra, 

pour y = 1, précisément l’équation aux différences finies (1), 
que nous avons prise pour point de départ.

Quant à la conclusion de « à n+1, multiplions par y — n 
les deux membres de (3), puis appliquons l’identité évidente

(y Tl) n_s (æ, fl) = (y Tl s) yp—n—sÇX) fl) -j-Sfy—n—®)j 
nous aurons, en divisant en deux parties la somme qui figure 
au second membre, puis substituant dans la dernière s 
par s 1,

= a)(v —n — s) ?p_w_,(r, fl) —
s= 0

g===n--l

— 2a • (x, a) 7]n-s-i(x, d).
8 = 0

Appliquons ensuite la formule tirée de (1) en y substi
tuant y — n—s au lieu de y, il résulte après une légère 
modification
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( n) Hn~» a) ^-»-»-1 (*’ a) +
« = o
s = n+l

~t~ x, "—rr ~ ^»»-*+1 &a) ^-»-«-i (®, «) —
Ä — ]

- 2a ’'- ZL_._i(x, a) (x, a).
8 = 0

Ajoutons maintenant la premiere et la dernière des som
mes qui figurent au second membre, l’équation fonctionnelle
des polynômes d’HERMiTE donnera

(n) (>'-'* — ^n-<+i(g,a)^-n->-i(a:,a)+
8 = 0

i V(- FM2«)4 * * * 8 „ z x z .

(4) Hn (x, a) (x, d) = " n 2_7 2S) M«-* (®, a),
i = 0

où n est un positif entier quelconque.
En effet, soit n = 1, nous retrouvons la formule obtenue

de (1) en y remplaçant u par v + l.
Quant à la conclusion de n à zi-f-l, multiplions par x

les deux membres de (4), puis appliquons les identités

•tvjv—n—2«(æ, a) = (y n 2$-}~1) jjy_n_2s-i-i(æ, a)-|~ 2an—2«—i(>£j a),

il résulte après une légère modification de la première des
sommes qui figurent au second membre

“F$ I Hn—«+1<M a) n—g_i (x, a),
»= i

ce qui est précisément la formule obtenue de (3) en y rem
plaçant n par n-|-l.

En second lieu, je dis, que nous aurons aussi la formule 
générale
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x = n

xHn(x, d)i;„(x, a) = 5+l)’rA+n-2s+i(æ, a) 4~s— O
+2tt.2\T (“+"-?)

s — O
Appliquons ensuite la formule obtenue de (4) en y posant 

n—1 au lieu de n, savoir

s — n—1

2aHn-i(x,a)^(x,a) = 2a • ï"1) ÿH-n-2»-i (æ, a),
8 = O

puis soustrayons les deux formules ainsi obtenues, il résulte

Çn-]-l)H,l+1(x,a')rji.(x, a) =

(>'+nn-S+l1) a) +

ce qui est précisément la formule tirée de (4) en y rem
plaçant n par n + 1.

Introduisons maintenant, dans (3), v = n-\-p, où p est 
un positif entier, il résulte la formule spéciale

s«= n

(5) ^+P')H,t+^x,a)
4=0

où il faut supposer p> n. Les formules les plus intéressantes 
qui correspondent à p = n, p = n-\-l sont évidentes.

Soit dans (4) v = p, où p désigne un positif entier, égal 
à n au moins, nous aurons la formule spéciale

8 — n

(6) a)H,(x, a) + a),
« - O

qui est précisément l’inversion de la formule (5). Les cas 
Vidensk. Selsk. Math.-fysiske Medd. I, e. 3 
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les plus intéressants de la formule (6) qui correspondent à 
p = n, p = n-j-l sont évidents.

Dans le paragraphe 10 nous avons à étudier, d’un autre 
point de vue, les deux formules spéciales (5) et (6).

§8. Les polynômes Gn(x, a).
Pour mettre en pleine lumière la nature singulière des 

polynômes d’Hermite, nous avons à déterminer la suite 
infinie de fonctions

(1) Go (x, a), Gy (x, a), G2(x,a), . . ., Gn (x, a) . .. , 

assujetties à satisfaire à la condition

r i.* „ (n+l)//«+i(x,a)G^i(^a) + (2a)“
(2) ------------- H^oT

tandis que nous posons
(3) G0(æ, a) = l.

1,

Soit particulièrement n = 1, la formule (2) donnera im
médiatement :
... z1 / x —2iz —2d(4) G^x, d) =-------—= x.

Supposons ensuite n > 2, puis appliquons l’identité 

(n + l)/y,l+i(x, a) = xHn(x, a) ~2aHn_1(x, a),

il résulte, en vertu de (2),

(5) G.(a:,a) = xG.-^,a) - .

Or, nous aurons, en introduisant, dans (2), n — 1 au 
lieu de n

d)Gn-i(x, d) = nHn(x, d)Gn-z(x, d) 4- (2a)"-1 ; 

c’est-à-dire que la formule (5) se présente dans cette forme 
élégante
(6) Gn(x, d) = xGn-i(x, d) — 2naGn_z(x, d), n>2,

de sorte que nous avons démontré le théorème suivant:
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I. L’élément général Gn(x,d) de la suite (1), dé
finie à l’aide des conditions (2) et (3), est toujours 
un polynôme entier du degré n par rapport à x.

Les premiers de ces polynômes deviennent
G0(z, a) = 1
G^(x, a) = x
Gz(x, a) = x2 — 4a
Gs(x, a) = x8 — lOax
Gi(x, a) = æ4 — 18ax3 32a2
C5(z, a) = x8— 28 a+ 132 a2x
G6(x, a) = xc'— 40 a x1 + 348a8æa - 384a3.

Soit généralement

(7) Gn(x, a) = (—1)* an< 2s as g”-2*,
S —O

la formule récursive (6) donnera immédiatement

(^) &n,2s = «n—1, 2s H- 2n an_2, 2«-2 5 5^1,
(9) an>o == 1 ;
c’est-à-dire que les coefficients numériques an>2« sont des 
positifs entiers.

On trouvera par exemple

(10) «n, 2 = (n—1) (» + 2),
(11) «2«,2n = nl22n.

Étudions maintenant la généralisation suivante de l’équa
tion fonctionelle (6)
(12) gu (x, a) = xgv_x(x, a) — 2 v (x, a),

où v est une variable complexe quelconque, le procédé que 
nous venons d’appliquer dans le paragraphe précédent don
nera ici les formules générales

g = n
(13) a) = J^~7(~1)8 +1) (2a)*^n-s(«, a)g^s(x, a),

8 — 0
3*
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g = m
(14) Hn(x, d)g,(x, a) = JF '(—1)* ("+1) 7-n"^y|^+n_24(^ «)•

Soit maintenant v égal au positif entier p, nous aurons 
les deux formules spéciales

2 = n
(15) ~ Gn+p(x, d) = (-l)8 j"1 ) (2a)8#n_Â(z, d)Gp_t(x, d),

s= 0
s = n

(16) H„(x, a)Gp(x, a) = (P +1 j Gn+p_2s (x, d),
s= 0 ' '

où il faut supposer p > n.
Les formules les plus simples de ce genre, obtenues en 

posant p = n, p = n -J-l, sont évidentes.
Remarquons en passant que les fonctions g\x,a) et (îc, a), 

définies par les deux équations aux différences finies (12) et 
(1) du paragraphe 7 sont liées par la relation 

(17) g (x, d) = fe a) a) + (2«)1/.
®)

Dans le paragraphe 16 nous avons à retrouver les poly
nômes Gn(x,a), d’un point de vue entièrement différent 
du précédent.

§ 9. Sur deux classes d’équations algébriques.

Revenons maintenant à la définition des polynômes 
d’HERMiTE, savoir

I DxHn(xyd) = Iln \(x, d), n 1 ,
(i) i

I nHn(x, a) = xHn^!(x, a)—'2anHn^2(^ a), n>^2,

(2)
I ZZi(x, d) = x,
I f/0(x, a) = 1,

nous aurons immédiatement le théorème suivant:
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I. Soit a 4= 0, et soit n un positif entier, l’équa
tion algébrique du n-ième degré

(3) 2Zn(z,a) = 0
a toujours ses racines inégales.

En effet, une racine multiple de l’équation en question 
sera commune à l’équation donnée et à toutes les autres 
équations

Hp(x, a) = 0, n—1 p > 0 ,

ce qui est impossible, parce que Ho (x, a) est une constante.
Étudions maintenant le cas spécial où a est une quantité 

réelle et positive, nous verrons que les fonctions

H„\x, a), Hn-i(x, a), . . ., (x, a), Ho (x, a)

forment une suite de Sturm, ce qui donnera le théorème 
suivant, dû à Hermite:

II. Soit a une quantité réelle et positive, 
l’équation algébrique du n-ième degré

Hn (x, a) = 0

a toutes ses racines réelles et inégales. De plus, 
les racines de cette autre équation algébrique

Hn-X(x, a) = 0

séparent celles de la précédente.
Soient maintenant

(4) et«, i, an,2, . . ., an,n

les racines, réelles et inégales, de l’équation

(5) Hn (x, 1) = 0 ,

tandis que a désigne un nombre complexe quelconque, diffé
rent de zéro, l’identité (13) du paragraphe 6

Hn(xVa,a) = a.2 Hn(x, 1)

montrera clairement que les racines de l’équation algébrique 
générale
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Hn(x, d) = O 
deviennent précisément
( b) û», 1 ’ Va , tin, 2 -Va, ..., an,n - Va ;

c’est-à-dire que ces racines sont situées dans la ligne droite 
déterminée par l’Origine et le point Va, de sorte que nous 
aurons le théorème suivant, plus général que le précédent :

III. Soit a un nombre complexe quelconque, 
différent de zéro, les racines de l’équation algé
brique

//„_! (x, a) = 0

séparent celles de cette autre équation algébrique 
Hn (x, d) = 0.

Quant aux racines (4), je dis que nous aurons toujours 

(7) < }/n(n—1) , l<s<n.

En effet, soit
x > l/n(zz—1),

nous aurons
'7'71 '7’71— 2
_____ ' 0
n\ l!(n—2)1 = ’

/çw—2?+2 y-n—Zp
(p—l)!(n—2p + 2) ! p!(^ — 2p)l °’

ce qui donnera immédiatement
Hn(x, 1) > 0.

Cela posé, revenons maintenant à la formule (2) du para
graphe précédent, savoir

(8) Hn(x,a) Gn(x,a) = Hn+1(x,d) Gn_1(x,d)-\-(2d)n,

où a est un nombre complexe quelconque, différent de zéro, 
puis désignons par

T'n+I.l, 7n+l, 2, •••» /'n-t-1, n+1

les racines de l’équation algébrique

Hn+1(x, d) = 0 ,
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nous aurons par conséquent, en vertu de (8),

(9) s, a) Gn(Yn+i, t, d) = (2d)",

de sorte que le théorème II donnera immédiatement cet 
autre :

IV. Soit d une quantité réelle et positive, 
l’équation algébrique du zz-ième degré

Gn (x, d) = 0
a toutes ses racines réelles et inégales, et ces 
racines séparent celles de l’équation algébrique 
du degré n 1

Hn+l (x, df = 0.

Désignons ensuite par

(19) 1, 1 5 àn— 1, 2 ? • • • , ^n—1, n—1

les racines de l’équation algébrique du degré n—1

Gn_i (x, d) = 0 ,

la formule (8) donnera de même

Hn(dn-i,t, à) Gn(dn_1>t, d) = (2d)n ;

c’est-à-dire que les racines (10) séparent celles de l’équation 
du n-ième degré

Gn (x, d) = 0.

Soit maintenant a un nombre complexe quelconque, dif
férent de zéro, l’identité évidente

(11) Gn(xVa,d) = aiGn(x, 1)

donnera le théorème suivant:
V. Soit a un nombre complexe quelconque, dif

férent de zéro, l’équation algébrique du n-ième 
degré

Gn (x, d) = 0

a toutes ses racines inégales, et ces racines sépa
rent celles des deux autres équations algébriques
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d u degré n -j- 1

Hn+1 (x, a) = 0 , Gn+1 (æ, d) — 0.

Désignons ensuite par

ßn, 1 ) ßn, 2, • • • ? ßn, n
les racines, réelles et inégales de l’équation

Gn(x, 1) = 0,

nous aurons par conséquent

\ßn,«I < l/n(n-P.l),
Remarquons encore en passant que la formule (9) don 

nera cette représentation curieuse
g = n+l
V"7___ (2a)'1___ _  . Z/n+i(.r, a)

(12) Gn(x,d) r«+i,» ’

où les fn+i, t sont les racines de

/7n+1 (.r, a) = 0.

En effet, la formule (12) donnera immédiatement

r / a (2a)«
JÏ/R^n+1, » , a)

savoir la formule (9), de sorte que l’équation algébrique (12), 
du degré n au plus, a néanmoins n-f~l racines différentes; 
c’est-à-dire que l’équation en question est une identité.

Dans le paragraphe 16 nous avons à retrouver, d’un 
autre point de vue, la formule (12).



CHAPITRE III.
Applications de la fonction exponentielle.

§ 10. Les formules d’Hermite et de M. Appell.
Les éléments de la base [a„] de la suite harmonique 

formée des polynômes d’Hermite étant déterminés par les 
expressions

(—l)«a" n
Ö2/1 — J , ®2n+l — 0 ,

la fonction
^(a) — a0 «j« -f- a2a2 4~ • • • H- "F • • •

deviendra dans ce cas
— e~aa',

de sorte que la formule correspondante de M. Appell se
présente sous la forme

(1)

série qui est convergente quelles que soient les deux varia 
bles x et a.

Substituons, dans (1), ai au lieu de a, il résultent ces 
deux autres développements toujours convergents

(2)

(3)
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Remarquons que la formule (1) se présente aussi dans 
la forme

il est évident que le second membre de cette formule n’est 
autre chose que la série de Taylor qui représente la fonc
tion f(x—2aa), où

/ (z) = e a (2a) = e 4« ,

ce qui donnera, pour une valeur quelconque de n,

(4)

savoir la formule que l’illustre Hermite a prise comme 
définition des polynômes Hn(x, à).

Il saute aux yeux que l’on pourra démontrer, par la 
conclusion de n à n-j-1» cette formule essentielle d’HERMiTE, 
ce qui nous conduira précisément à la formule récursive (11) 
du paragraphe 6 et par conséquent à l’expression explicite 
de Hlt\x,a) indiquée dans la formule (10) du paragraphe 
susdit.

De plus, il est très facile de déduire, à l’aide de (4), 
une suite des résultats que nous venons de trouver relative
ment aux polynômes d’Hermite.

En premier lieu, supposons que a soit une quantité réelle 
et positive, la formule (4) montre clairement que l’équation 
algébrique

Hn (x, a) = 0

a toutes ses racines réelles et inégales.
En second lieu, appliquons l’identité 

tirée directement de (4), la formule de Leibniz nous con 
duira immédiatement à la formule (5) du paragraphe 7.
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Introduisons ensuite, dans la formule en question, n — q 
et p — q au lieu de n et p respectivement, puis déterminons, 
à l’aide des équations linéaires ainsi obtenues, les produits

Hn—q (•&, U) Hp—q (X, d) ,

nous trouvons précisément la formule (6) du paragraphe 7, 
ce qui est une conséquence immédiate des formules (10) et 
(19) du paragraphe 6, savoir l’expression explicite de Hn(x, d) 
et le développement de x” d’après les polynômes d’HERMiTE, 
parce que les deux systèmes d’équations linéaires ont les 
mêmes coefficients numériques.

Remarquons en passant que la fonction

/KX eiy

(O) “ = H/
est intégrale particulière de l’équation aux dérivées par
tielles (23) du paragraphe 6, savoir

dx2 + dy ° ’

satisfaite par un polynôme d’HERMiTE Hn(x,ÿ) quelconque. 
En effet, nous trouvons directement

Z*

// (r

tandis qu’il résulte, en vertu de (4),
Z»

d2U C4y 
dx2 ~

ce qui nous conduira immédiatement à l’équation (6).
Il est digne de remarque, ce me semble, que cette pro

priété de la fonction u est une conséquence immédiate d’une 
formule intégrale de Laplace 1

1 Théorie analytique des probabilités, p. 97—98; Paris 1820.
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§ 11. Formules intégrales d’Hermite.
Revenons à la formule (4) du paragraphe 10, nous aurons 

en intégrant par rapport à x

a)<fc _ (~1)J2a)” ,
ou, ce qui est la même chose,

f 2/7 &

(1) je 4aHn(x,a)dx= — e~ ia Hn^(x, a).

Soit ensuite j{x) une fonction, dont les n premières déri
vées sont continues, l’intégration par parties donnera

V 4a Hn (x, a)f(x) dx = — e—‘° . (n—s-1) ! (2a)*+i Hn._s_x (x, a) f&(x
(2) ‘

(2a)rt f+ • \e~4«f(n}(x)dr.

Supposons particulièrement que f(x) soit un polynôme 
entier de x d’un degré inférieur à n, puis supposons positive 
la partie réelle de a, savoir

9i(a) > 0 ,
ce qui donnera par conséquent

nous aurons immédiatement, en vertu de (2),
,.+ 00 x,

(3) \ e ia/J„\x,a)f(x)dx <= 0.
00

Soit ensuite f(x) un polynôme entier précisément du 
n-ième degré par rapport à x, savoir

(4) / (æ) = aoxn + 4- ... + an ,

la formule (2) donnera de même
e+ °°_ £» ?+ » z,
\ e ia Hu(x,a) f(x)dx = a0(2a)n\ e~lâdx,
V—00 *—00
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d’où, en vertu de la formule intégrale

\ e tadx = l/4n-a ,
J----00

bien connue de la théorie de la fonction gamma,
z»+ 00

(5) \ e 4aH„(x, d) f(x)dx = ao{2d)n]/Ana .
r—oo

Dans le cas spécial

/(«) = Hp^,d)
nous trouvons par conséquent, en vertu de (3) et (5),

e+°°_ x»

(6) \ e 4« Hn (x, d) Hp (x, a)dx = ü, n p
e/— oo

(7) J e(Hn(x, «))2 dx = (2aW4£Z t

savoir les deux formules intégrales dues à Hermite ; c’est- 
à-dire que la suite des fonctions

x2 _ X2 _ X2

e~8aH0(x, d), e~^H1(x,a) , ... e taHn(x,a), ... 

sont, pour Ht (a) > 0, conformément à la terminologie de la 
théorie des équations intégrales, des fonctions orthogonales.

Quant aux applications des deux formules (6) et (7), 
supposons que la série infinie

«« 00

(8) AnHn(x, g),
n — 0 

multipliée par la fonction

e 4a H„ (x, a),

soit intégrable terme à terme de x = — oo à x = -f- oo, il 
résulte, pour le coefficient général An, cette expression 
intégrale
zen C+“ x tt < (ïd^ita 4\f(x)e 4alln{x,a)dx = '—-—j------ An.

J— oo •



46 Niels Nielsen.

Appliquons par exemple la formule (1) du paragraphe 10, 
nous trouvons de cette manière

e/ / (2aa)nl^4za ,(10) \ e iaHn(x, a)dx = ----- —----- ,J— a» n !

formule qui est une conséquence immédiate de la formule 
récursive (2).

Il est évident qu’il existe dans la théorie des polynômes 
d’HERMiTE une théorème analogue à celui connu pour les 
fonctions ultrasphériques Pp>n(z)1, savoir:

I. Le polynôme Hn(x, a) d’Hermite est le seul 
polynôme du degré n par rapport à x qui satisfait 
aux n-|-1 conditions suivantes:

(•+ <» rt 
(H) \ xnf(x)e 4adx = (2a)n]/4r.a

et, en désignant par p un nombre entier, tel que 
0 < p <_ n — 1,
(12) \ x?f(x) e 4a dx = 0 ;

•’—00

nous supposons naturellement 91(a) > 0.
En effet, f(x) étant du n-ième degré par rapport à x, il 

existe une identité de la forme

(13) / (z) = anHn (z, a) 4- «„-i/f»-! (z, a) 4- a0#o(#, a), 

où les coefficients ap sont des constantes.
Posons ensuite pour abréger

r+00 _ 2«
= \ xP Hr(x, a) e 4« dx ,

•—00

nous aurons par conséquent

(14) Â.r—O, p < r.

Gela posé, il résulte, en vertu de (12) et (13),
1 Voir par exemple mon Théorie des fonctions métasphériques, 

p. 104—105; Paris 1911.
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(lpßp>p “F fJp—ißp,p—1“F • • • ~F — o, o < p n — 1, 
ce qui donnera immédiatement

(15) ap = 0 , 0 j< p ;< d— 1;

de plus, nous aurons, en vertu de (11) et (13),
n ____

U-n ßn, n | «n—1 4», n—1 | • • • j «o ßn, 0 — ßn, n — (2d) I 4 ÎT CL \ 

c’est-à-dire que nous aurons

O-n — 1
ou, ce qui est la même chose

/(x) = Hn (x, à).

Du reste, on voit que le polynôme /(z) du degré n par 
rapport à x est entièrement déterminé quand les n-j-1 inté
grales (11) et (12) ont des valeurs données.

§ 12. Les fonctions ultrasphériques et les polynômes 
d’Hermite.

Il est intéressant, ce me semble, que les fonctions ultra- 
sphériques

<2
p>,n(x\ = 1 . \\-l)T(v + n-s) (2a?)«-*

(IJ p (X) si (n—2s)l

et les polynômes d’Hermite sont liés par des formules inté
grales très simples.

En effet, nous aurons

de sorte que la formule intégrale

(V4 dt = I\ß), 9î Qz) > 0 ,
*'o

donnera immédiatement
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1 r»00
(2) P*>n(x) = • \Hn(2x]/t, ,

/ (y) Jo

où il faut supposer
(3) IR(v+|)>0.

On voit que la formule intégrale (2) se présente, par la 
transformation t == z2, dans cette autre forme

2 (*°°
(4) P'>”(x) = • j e~l,Hn(2tx, L)t^+n~ldt.

Il est très curieux, ce me semble, qu’il existe une 
très simple formule inverse de celle que nous venons de 
développer.

En effet, prenons pour point de départ la formule inté
grale de Weierstrass

TFA = Ö1-; • \
l (//) 2 TT l Jjp

où le chemin d’intégration commence à — oo et s’étend au- 
dessous de l’axe négative en coupant la direction négative 
de l’axe imaginaire, puis l’axe positive et la direction positive 
de l’axe imaginaire pour s’éloigner à — oo.

Cela posé, remarquons que la formule (1) donnera

np„/ 1 ,V(-])»/’(y+n—s)xn-2,trV-n+,

\2|Æ/ s\(n—2s)\ " ’

il résulte

(5)

ce qui est précisément l’inversion de (2).
Étudions maintenant la fonction

. 1 (a?4-ïÉ4a)n4-(a:—i'É4a)n(6) /n(a?, a) = y------ !-------- --------------------- 
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qui joue, dans la théorie des polynômes d’HERMiTE, un 
rôle analogue à celui des fonctions ultrasphériques.

En effet, nous aurons immédiatement, en vertu de (6), 

si
, , . y_?(—i)*22*(a«)’x«-2s

(2s)!(n—2s)l ’

ce qui donnera

c00, z VX—l)»22'a’z«-2» „/ . 1\
Jo (X’ at} Vt dt (2s)!(n—2s)! 1 [S + 2 ) ’

appliquons ensuite la formule très connue

r(s +-1) _ 25, s > o,
2

il résulte la formule cherchée

• 1 r00 e~ldt(7) Hn(x,d) = ^.\jn(x,at)^

qui se présente aussi dans cette autre forme

(8) Hn{x, a) = ~ ( fn(x, at'2) e~12 dt.
Vn »’o

On voit facilement que le même procédé conduira à ces 
deux autres formules intégrales

(9) H,tr, a) — j-L • jj /„ ( * , a) e~‘ l 2 dt,

(10) a) = A • Çf„ y, a) e-'fdt.

La formule inverse de (9) deviendra

(11) fn(x, a) = . ■ (ddn(xVt, a) ett~~2 dt.
i V ti Jw

Remarquons en passant que la formule intégrale (7) 
donnera sans peine le développement (1) du paragraphe 10.

Vid. Selsk. Math.-fysiske Medd. I, u. 4
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§ 13. Sur les séries de polynômes d’Hermite.

Le nombre p défini dans le paragraphe 2 étant infini
ment grand pour les polynômes d’HERMiTE, il est évident 
que la série infinie

n = oo
(1) /(*) =^A.Hn(x,a),

n = O
où les coefficients An sont des constantes, est toujours con
vergente pourvu que

(2) p' = lim sup \/An \

ait une valeur finie quelconque.
Dans ce cas la série en question est absolument con

vergente, quelle que soit la variable x, et uniformément 
convergente pourvu que

|x| < K.

L’hypothèse p’ = co exige des recherches ultérieures, parce 
que la nature de notre série peut être très différente.

En me réservant de revenir à ce sujet dans un second 
Mémoire je me bornerai à indiquer ici des conditions suffi
santes pour la convergence de la série en question.

A cet effet, nous avons tout d’abord à démontrer le 
lemme suivant:

I. Supposons a =|= 0, nous aurons toujours la 
valeur majorante

(3) |S.(«,a)| < lSp .el«^l ,

OÙ

//1\ n 1(4) 1’ P “ ~2~ ’

selon que n est pair ou impair.

Etudions par exemple la fonction H^dx, d) écrite dans 
la forme
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6 = 0

ou, ce qui est la même chose,

„ , x (-l)wa” V (—l/n!*2*
H~n (x, a) - n i • > J J aS ,

f = 0
nous aurons immédiatement

<r „li < lol* V «Llît- , larj.Vêl 
|Â»,(«,a)| < n| (2s)| (n—s)! la|* n!

ce qui est précisément la formule (3) pour une valeur paire 
de l’indice, et il est évident que la fonction Il2n+i(x, d) peut 
être traitée de la même manière.

Cela posé, nous avons à démontrer le théorème suivant: 
II. Désignons par v le nombre défini par les 

conditions (4), puis supposons que la série de 
puissances

<5)
n— 0

ait son rayon de convergence a plus grand que 
j l/2a |, la série (1) est absolument convergente, quel 
que soit x, et uniformément convergente, pourvu 
que jz| <Æ; c’est-à-dire que f(x) est, dans ce cas, 
une transcendante entière.

En effet, soit
l/2a < ,

la série à termes constants
n = oo j n

2
n — O

est absolument convergente. De plus, nous aurons, en 
vertu de (3),

4*
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Iajl < 4‘“>lel*1'«1 .

ce qui donnera certainement

a) < ,

pourvu que

elxVH < .fi.
a = |ar ’

savoir
|z| < n \/ a log^—1 l4a log |a|,

ce qui est vrai pour des valeurs de n qui dépassent une 
certaine limite, quel que soit x.

Posons conformément à (1)

(6) /(z) == ao + ^z + ajZ2-!-.. . + anz"4-...

un théorème très connu de Weierstrass donnera immédiate
ment

(7) n ! an = .
4 = 0

Inversement, prenons pour point de départ la transcen
dante entière définie par la série de puissances (6), nous 
avons à démontrer le théorème suivant :

III. Supposons que les coefficients andela série 
de puissances (6) satisfassent à la condition, quel 
que soit n,
(8) I n ! a„. I <^kn ,

où k est une quantité positive quelconque, la 
transcendante entière /(z) est développable en 
série de polynômes d’Hermite

n — oo
(9) -^AnH„(x,a),

n=-0
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série qui est absolument convergente pour une 
valeur quelconque de x, et uniformément conver
gente pourvu que |x| < K.

En effet, appliquons la formule (19) du paragraphe 6, 
il résulte, en vertu de la définition (6),

< ”8 = oo — 2
(10) /(x) = jy-7ni an( ^«-28^, «))•

8=0 8=0
Cela posé, ordonnons formellement, d’après les Hn(x,a), 

la série à double entrée qui figure au second membre de (10), 
le coefficient An de Hn(x,ci), savoir

f — n
(pj) A —^) ■ d> + 2sGs

s = 0

est, en vertu de (8), une série absolument convergente, quel
que soit n ; c’est-à-dire que la somme finie

(12) sn AoH0(x, a) —|- A3 II(./, a) -f- . .. —|— AnIIn(x, a)

a un sens pour une valeur quelconque de l’indice n.
De plus, nous aurons, en vertu de (10),

(13) /(.r) = snRn+l Rn+2 ,
où nous avons posé pour abréger

s = oo r = s
(14) Rm = JS (m + 2s)! aM+2« ( IIm+2,-2r (æ, a)j.

8=0 r=0
Posons ensuite r — s

2 “7 ar
~T Hm+2s~2r(A\ O) ,

r = 0
de sorte que la formule (14) se présente dans cette autre 
forme

8 = 00

(15) Rm = (m + 2s) ! a,„+ 2s ,
S = 0
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il résulte, en vertu de (3),

l„l |a|A+8~r J.l/E^l
1 Sl ZL r! tø+s—r)! ’6 a '

r = O r '
OÙ

ni m—1
P 2 * ~~!2 " ’

selon que m est pair ou impair, ce qui donnera

1 7 r = ü
d’où à fortiori

. |2aP+‘
i“-i<£+3re - •

Cela posé, il résulte, en vertu de (15) et (8),

IB , . yWIH' l.y?+'|
|Â»I < (p4-s)! ■ e '

où £m=l, em = k, selon que ni est pair ou impair, ce qui 
nous conduira immédiatement au théorème susdit.

Il saute aux yeux que la formule (1) du paragraphe 10
n = oo

(16) eg* = ^Hn(x, d)eaa'an
n = 0

est une conséquence immédiate du théorème que nous 
venons de démontrer.

Étudions, comme première application de la formule (16), 
la fonction

ot

p = u
qui joue un rôle dans la théorie de la fonction gamma, nous 
aurons tout d’abord la représentation intégrale

(18) F(x, y) = ( eaxa^da , 9Î(0 > 0.
*o
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Cela posé, multiplions par a*-1 la formule (16), puis inté
grons par rapport à a de a — 0 à a = 1, il résulte le déve
loppement curieux

n — oo

(19) F(x, v) = --• F (a, ) Hn(x, d).
n — 0 ,

Comme seconde application de la formule (16) nous avons 
à développer la fonction cylindrique de première espèce

n=oo z -.n / X \v+2n

v 1 n\l (v 4-n-Fl)
n = 0 x

Prenons pour point de départ la formule intégrale de 
Bessel

2(>r 4 i
(21) F (a?) = —-—------ p. • \ cos (x sin ^) (sin 9?)2W, 9î(i/) > — «p

nous aurons, en vertu de la formule (2) du paragraphe 10,
n = oo

(22) (41 ■ ^(-!)” g),
« = 0

où nous avons posé pour abréger

i py^(—i)î’r(n+p4-4)aI’a*'+2n+2î’
(23) A„ pl /’(.-t-n+p+1) " *

p ~o

On voit du reste que toutes les fonctions étudiées dans 
les paragraphes 17, 18, 19, 20 de mon Traité sur les fonctions 
cylindriques nous conduiront à des résultats analogues.

Remarquons encore que la série toujours convergente
S = 00

(24) 5 = “2^-, Hn+2t(r, d)

se transforme dans celle-ci
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Nous nous bornerons à ces indications sur le développement 
d’une fonction donnée en série de polynômes d’HERMiTE, 
en remarquant expressément que ces polynômes sont, de ce 
point de vue, d’un caractère très inaccessible, parce que les 
coefficients de la série en question, obtenus même pour une 
fonction très simple, deviennent assez compliqués.

§ 14. Développements élémentaires.
Soit [fn (x), an] une suite harmonique quelconque, le déve

loppement (19) du paragraphe 6

<î

(D
««= 0

nous permet de déterminer les coefficients Ap (a) de l’identité
p = n

(2) /B (x) = Ap (a) IIn-p (x, a),
p — 0

mentionnée dans le théorème I du paragraphe 1.
En effet, exprimons, en vertu de (1), tous les termes de /

<3> - XS’ -

« = 0 v
il résulte

(4) Ar(a) = .
0

de sorte que les Ap(a) satisfont à la condition

(5) DaAp{d) = Ap_2(fl), p>2,

tandis que zl^a) et A0(a) sont des constantes par rapport à a.
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Soit par exemple
ttrt = 1,

ce qui nous conduira à la suite harmonique étudiée dans le 
paragraphe 3, savoir

(6)

posons pour abréger
p _ p—1 

Pp g ’ f*p 2 ’

selon que p est pair ou impair, il résulte le développement
P = n

(7) en(x) e (g) Hn_p (x, a).
p — o

Dans le paragraphe 6 nous avons déjà indiqué quelques 
développements de ce genre, savoir la formule (18) que 
nous écrivons dans la forme

(8) //„ (z, b) ■
8 = O

tandis que la formule (14) du paragraphe susdit donnera, 
pour la première différence de Hn (æ, a), cette expression 
générale

(9) Hn(x, a) — Hn(æ—1, a) = jp—//n_,(æ,a), n>l.
8 = 1

Étudions encore les fonctions de Bernoulli considérées 
dans le paragraphe 4, l’expression générale

<|
zi m ï xn i 1 ^“1 i Vï—
(10) Bn(x) n 14- 2 • J (2s) ! (n - 2s)

donnera le développement
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ä « n

(11) Bn(z) = bs(fl) Hn_s(x, d),
8^0

OÙ

50(«) — 1
(!2) _ ap . yV±r12?‘ aV'‘ n > 1

bzp p\ 1 (2s)I ‘(p-s)l’ P== ’

(13) 42p+i=

Remarquons que le caractère inaccessible des polynômes 
d’HERMiTE se présente aussi clairement dans ces développe
ments élémentaires.

En effet, je ne connais que les développements donnés 
dans les formules (7), (8), (9), dont les coefficients sont d’une 
forme simple.

Soit, dans (1), n un nombre pair, puis écrivons la formule 
susdite dans cette forme

z2n v ’ ap [2n — 2p\ jr , x(2n)! pïl2'1-22’) ' ( n~p ’ Hin~2p^,a^
p=o n— p )

le développement

' " r = 0

tiré directemant de la formule (5) du paragraphe 7, donnera

(14) AntS\Hn-s(x,a)] ,
s = O

où les coefficients AntP sont à déterminer par les expressions

(15) AMj0=n!

(16) An,„ = n I + (—1)' (?)(«—s) ! (2n -1) (2n- 3)... (2n - 2s +1).
8 = 1



CHAPITRE IV.
Les fonctions de seconde espèce.

§ 15. Intégration d’une équation aux différences finies.

Revenons maintenant à l’équation aux différences finies
(1) 2a?/p_2 {x, a) — xy,-x (z, a) + v yv (z, a) = 0,

que nous avons étudiée dans le paragraphe 7 comme une 
généralisation de celle satisfaite par Hn(x,a).

Quant à l’intégration de l’équation susdite, nous cherchons 
tout d’abord une solution qui satisfasse aussi à la condition 
ultérieure
(2) Dxyv(x,a) = y^fad);

c’est-à-dire qu’il s’agit évidemment d’intégrer l’équation dif
férentielle homogène et linéaire du second ordre

(3) 2ay"— xy'-\-vy = 0.

Posons comme ordinairement
p — rn
\ ' p+2p 

y = cpx'

p — 0

il résulte la formule récursive

(4) 2a(io + 2p)(/?4-2p—l)cp = (/>+2p—2 —Qcp_i, 

tandis que l’exposant p est à déterminer comme racine de 
l’équation quadratique

p (/>— 1) = 0 ,
ce qui donnera
(5) ^ = 0,^ = 1.
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Différentions ensuite par rapport à x l’identité (14), il 
résulte le développement analogue d’une puissance impaire 
de x, savoir

(17)v 7 (n— 1 ! s!s = 0

On voit que les formules (14) og (17) nous permettent 
d’étudier les séries de produits de deux polynômes d’HERMiTE. 
Or, il est évident que ces séries deviennent beaucoup plus 
compliquées que celles que nous venons d’étudier.
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Soit, en premier lieu, p — 0, la formule (4) donnera

(p—1—I) Crl

Cp 2p(2p—1) ’ a ’

ce qui nous conduira à supposer

co---- ■ V ’
cF?

et nous trouvons dans ce cas, comme intégrale particulière 
de l’équation différentielle (3), la transcendante entière de x

l\s---y) x2s
(6) .

8 — 0

Quant à la seconde des racines (5), savoir p = 1, l’hypo
thèse

CO 1 —P

a~ï~

donnera cette autre intégrale particulière de l’équation susdite

+ x2é,+1
(7) .

s = o a 2

Remarquons que les deux intégrales particulières a) 
et kv(x,a) sont toujours indépendantes, nous avons en tout 
cas l’intégrale complète de l’équation différentielle (3), tandis 
que l’intégration de l’équation aux différences finies (1) exige 
encore une solution de l’équation fonctionnelle (2).

Or, il saute aux yeux que les deux transcendantes jv(x, a\ 
k*(x, a) satisfont aux relations

I D.j^x.d) k'^fx.d)
’ I D,k\x,a) ~ j^\x,d),

savoir
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(9) ( D2jv(x,d) = f 2(x, a)
1 l Dxk\x, d) = F“2(x, a),
de plus, nous aurons
(10) f i''& a) = — jv~2(x, a)

i Dakv(x,a) = —k>~2(x,a);

c’est-à-dire que les deux transcendantes entières de x jv(x,ÿ) 
et k* (x, y) sont des intégrales particulières de l’équation aux 
dérivées partielles (23) du paragraphe 6 et (6) du paragraphe 
10, savoir

<u> s+l; - °-
Quant à l’intégration de l’équation aux différences finies (1), 

nous posons

(12) K\(x, d) = at(v, a) j''(x, a) d- a) kv (x, a),

de sorte que nous avons à déterminer les deux coefficients 
a1(v, a) et ß1(v,a) tels que /Ç (z, a) satisfait à la condition
(2),  ce qui donnera immédiatement, en vertu de (8),

«i (i> 1, a) = (y, a), (v 1, a) = (y, a) ,

c’est-à-dire que (v, a) doit être une fonction périodique 
de v en ayant la période additive 2, savoir

(13) aJy-f-2, a) = «J», a).

Cela posé, il est évident que la fonction Ki (x, d) se pré
sente sous la forme
(14) Æi(z, d) = ar{v,d)i'(x,d)-\-a^v—1, a)k'(x, d).

Soit ensuite

(15) Æ2(z, a) = «2(u, d) j'(x, a) + a2(>—1, a)k'(x, a)

une fonction du même genre que Å’((.r, a), savoir

(16) a2(y-+2, a) = a2(p, a),

la solution la plus générale y,, (z, a) de l’équation aux diffé
rences finies (1) se présente sous la forme
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(17) 2/p(z, a) = AJy, æ, a) Ki(x, a) + A2(y, x, d) Kz(x, a), 

où les coefficients ^(y, x, a) et A2(y, x, d) sont des fonctions 
périodiques de y, en ayant la période additive -j-1, mais 
étant quelconques du reste.

Introduisons maintenant, dans (17), les expressions de 
A’i(x, d) et de a) tirées des formules (14) et (15), il 
résulte finalement

(18) yv (a?, d) = B (y, x, d) jv {x, d) B (y—1, x, d) kv {x, d),

où nous avons posé pour abréger

(19) 5 (y, z, a) = AJy, T, a) ajy, a) 4-A2(y, æ, fl) «2(y, a).

Cela posé, revenons à l’équation différentielle (3), son 
déterminant fonctionnel se présente dans la forme

kv(x, d) kv~* (x, a) — jv(x, d) jv~1 (x, d) = K é~ ia,

où A désigne une constante par rapport à x, dont la valeur 
est facile à déterminer.

En effet, posons x = 0, il résulte
r(-ÿ dl"}

K-------/-(O, a)/-’(O, a) = - •
a~2 -a 2

d’où, en vertu d’une formule bien connue,

A — _2l'-'-1a,'-i|/ïïr(—y) = ,' A(y4-1) sinyn-
ce qui donnera finalement

(20) kv(x, a) kv_1(x, a) — jv(x, a) j^x, d) = 7^ ’̂

où nous supposons naturellement que le paramètre y ne soit 
pas égal à un nombre entier, cas particulier que nous avons 
à étudier dans le paragraphe suivant.

Pour développer une autre propriété fondamentale des 
deux transcendantes entières de x jv(x,a) et k''(x, d), nous 
avons à étudier cette autre équation différentielle
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(21) 2ay"— xy'— vij = O,

qui a évidemment les deux intégrales particulières

(22) = j~v(x, d), y2 = k~v(x, a).

Appliquons ensuite la transformation

1/ = g 4a • 2 ,

un simple calcul donnera, en vertu de (21),

(23) 2az"A~xz'— (v—l)z = 0, 
d’où, en posant —a au lieu de a,

2az" — zz'-j- (y—l)z = 0 ;

c’est-à-dire que l’équation différentielle (23) a ces deux inté
grales particulières

(24) zx = /v_1(x, —a), z2 = A*'-1 (a?, —a).

Cela posé, la forme même des quatre intégrales parti
culières en question donnera immédiatement des identités 
de la forme

e “ ï5 /k (x, a) = A / _)'“1 (x, - a),

e ïakv(x,a) = BA~*'_1(a;,—a),

où A et B sont des constantes par rapport à x, qui sont 
faciles à déterminer.

En effet, posons a; = 0, nous aurons, en vertu de (6) 
et (7),

posons ensuite généralement

(—l)/’ - ,

puis appliquons les formules



Recherches sur les polynômes d’Hermite 65

ra-x) = ,

il résulte finalement

(25) e-ïi/^o?,«) = —---- C2g).^_. j^1 (x, —a),
F(v4-1) sin^

V7ti ...

(26) e ~ £W (x, à) = a * <2a)*'J/*g . £-*-i _a)
r(p+i)cosÿ

Dans le paragraphe suivant nous avons à étudier plus 
amplement le cas particulier exclu, où y est supposé égal à 
un nombre entier.

§ 16. Les fonctions d’Hermite de seconde espèce.
Les deux équations fonctionnelles

Dx Hn (x, a) = Hn-r (x, a),

nHn(x, a) == xHn-i (x, a) — 2aHn_2(x, d)

que nous avons prises comme définition des polynômes 
d’HERMiTE, combinées par les deux valeurs initiales

/70 (a?, a) = 1 , 77, (x, a) = x ,

montrent clairement que le polynôme

y = Bn (x, a)

est intégrale particulière de l’équation différentielle linéaire 
et homogène du second ordre

(1) 2ay"-xy'-l-ny = 0t

savoir le cas spécial exclu de l’équation générale (3) du para
graphe 15, ce qui nous conduira à représenter les 77„ (x, a) 
comme des valeurs limites des j* (x a) et des kv(x, d).

Vidensk. Selsk. Math.-fysiBke Medd. I, <i. 5
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Nous trouvons immédiatement

sm g
(2) hm------  /"(z, a) = (—1)" tl2n(x, d),

p = 2n

>7T cos
(3) lim F(z, a) = (—l)”//2n+i (%, «)•

v = 2n+l ~

Quant à la seconde intégrale particulière de (1), posons

(4) 1/-— • k2n (z, a) = h2n (z, a),
r 7T

(Ö) 1/— • /2n+1 (z, a) = À2n+] (z, a),
' 7T

nous aurons les séries de puissances toujours convergentes
n + -J) x2i+1

(6) Â2n(z, a) ^- at_n - • ,

y^r(s—n—±) x2s
(7) Â2n+1 (Z, O) ,

/îT-a4-"-1

et il saute aux yeux que les coefficients numériques de ces 
deux séries de puissances sont des nombres rationnels.

Dans ce qui suit nous désignons comme fonctions d’Her
mite de seconde espèce les transcendantes entières hn (z, a), 
ce qui est conforme aux définitions des fonctions sphériques 
de seconde espèce.

11 est évident que les fonctions d’HERMiTE de seconde 
espèce satisfont à l’équation fonctionnelle

(8) Dxhn (x, d) = hn-i(x, a), n > 1 ;

c’est-à-dire que l’équation différentielle (1) se transforme en 
cette équation aux différences finies

(9) nhn(x, a) = xhn i(z, d)— 2a/zn .2(z, a), 2 ,

analogue à celle connue pour les polynômes d’H ermite.



Recherches sur les polynômes d’Hermite. 67

Cela posé, les formules générales (3) et (4) du paragraphe 7 
donnent pour les fonctions d’HERMiTE de seconde espèce

s = n
(10) np^/in+p(x, a) == #«-.(*, a)hp-t(x, a),

8=- 0
s~ n

(11) Hn(x, a) hp(x,a) = (2a)g hn+p ^x, a),
8 — Q

où il faut supposer p > n ; les cas les plus intéressants de 
ces formules, savoir p == n, p = n-j-.l, sont évidents.

Quant au déterminant fonctionnel de l’équation diffé
rentielle (.1), la formule (20) du paragraphe 15 donnera, en 
vertu des définitions (2), (3), (4), (5),

(12) Hn(x, d) h'n(x,a) — Hn(x,d) hn(x,d) = ~~f~‘e4a’ 

formule qui est applicable pour tz > 0; soit n > 1, la for
mule en question se présente aussi dans cette autre forme

( 13) Jdn (z, d) hn -i (âJ, Cl] Hn.—1 (n, fl) hn )x, d) == ’ ^4a *

Cela posé, il est évident que la formule (12) donnera 
pour n = 0

(14) ho(x,d) = e4a,

de sorte que la fonction h0 (x, a) n’est autre chose que la 
transcendante de Kramp, savoir

/»Z xt
(15) h0(x, a) = \ eiadx,

*0
et il saute aux yeux, en vertu de (8), que la fonction géné
rale de seconde espèce hn(x, a) peut être obtenue en inté
grant n fois par rapport à x la transcendante de Kramp.

Appliquons maintenant l’équation (13), nous aurons suc
cessivement, en posant n== 1, 2,..., les expressions suivantes 

5*
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i*

hi(x,a) = xhQ(x,a)—2aeta ,

-g — al h0 (x, a) — axeta ,

ce qui nous conduira à la formule générale

f1 2a x2(16) hn(x,a) = Hn(x,d)\ eïadx-------,Gn_i(x, a) eta , n>l,
•'o Ll !

où les Gn(x,a) sont les polynômes étudiés dans le para
graphe 8.

En effet, on voit immédiatement que la formule (16) est 
vraie pour n = 1, 2,... ; introduisons ensuite dans (13) les 
expressions des trois fonctions du second espèce tirées de (16), 
nous trouvons précisément la formule (2) du paragraphe 8, 
savoir la définition des Gn (x, a).

Il est évident que la formule (16) est analogue à celle 
qui exprime la fonction sphérique générale de seconde espèce.1 
On voit du reste que la formule (16) est entièrement diffé
rente de celle étudiée par Laguerre.2

Différentions maintenant par rapport à x la formule (16), 
puis appliquons les identités

DxHn(x, d) = Hn—i(x, a), Dxhn(x, d) = hn i(z, a},

il résulte

2aGn-i (x, d) + xGn(x, d) = n\ Hn(x, a) + 2anGn_2(x, a), 

d’où, en éliminant, en vertu de la formule (2) du para
graphe 8, savoir

(z, a) Gn-i(z, a) = nH„(z, a) Gn_2(x, a) + (2a)«-1,

la fonction Gn-z, il résulte pour Gn-i(x, a) cette équation

1 Voir par exemple Heine, Handbuch der Kugelfunktionen, t. I, 
p. 141 ; Berlin 1878.

2 Bulletin de la Société mathématique de France, t. 7, p. 12—16; 
1879. Œuvres, t. 1, p. 415—419.
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différentielle et non-homogène du premier ordre

(17) G;_l(æ,0)+ (*-*=^>) - n2'a^a}-^.

Or, cette équation différentielle qui est facile à intégrer 
ne donne aucune expression simple du polynôme Gn(x, a).

En effet, intégrons comme ordinairement l’équation en 
question, il résulte

(18) Gn(x, a) = e 4a Hn(x, a)\e4adx — (2a)""1 C _dx
' *0 d a)j ’

Posons ensuite, dans l’équation différentielle (1),
y = Hn {x, a) \ zdx,

il résulte pour la fonction de seconde espèce

(19) Ä. (x, a) = (2a)" ,x’ ( 4“ dx.
n- J (Hn(x,d))

Décomposons maintenant la fraction
1

(Hn(x, a))2 ’
puis intégrons par parties la seconde expression qui figure 
au second membre de (18), nous retrouvons, pour Gn_i(x, a), 
l’expression curieuse indiquée dans la formule (12) du para
graphe 9.

Revenons maintenant à l’équation différentielle d’HERMiTE, 
savoir l’équation (1) du paragraphe présent, puis différentions 
(n-{-p) fois par rapport à x, il résulte

(20) 2a z”— xz’—pz == 0 , pJ>0,

où nous avons posé pour abréger

(21) z == y<n+y).

Or, l’équation différentielle ainsi obtenue étant de la 
même forme que l’équation (21) du paragraphe 15, nous 
avons dès à présent ces deux intégrales particulières
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X'1 x-

Z1 = e4aHp-i(x,—a), z2 = e^hp _i(z, —a) ,

ce qui donnera une identité de la forme

Dx+p+1 hn(x, a) = Dpeïà = KeïâHp(x,—a), 

où K est une constante ; c’est-à-dire que nous venons de 
retrouver la formule différentielle d’HERMiTE (4) du para
graphe 10.

§ 17. Sur une intégrale définie.
Supposons que la variable x ne soit pas réelle, puis sup

posons
(1) 31(a) >0,

il est évident que l’intégrale définie

(2) zv(x,a) = e~4a(x—t)vdt

a un sens quel que soit l’exposant v, tandis que l’existence 
de la fonction zv(x,a) exige que v ne soit pas égal à un 
négatif entier.

Supposons encore
(3) W) > — 1,
il est évident que l’intégrale en question existe aussi pour 
des valeurs réelles de x.

Revenons maintenant au cas général, où la variable x 
n’est pas supposée réelle, il est évident que la fonction zv(x, d) 
satisfait à l’équation fonctionnelle

(4) Dxzv(x,a) = z'/~1(x,a).

De plus, l’identité évidente

(z—t)v = æ(z—t)v 1 — t(x—ty 1
donnera

1 C °° _ «* vzv (x, a) = xDxzv (x, a)— ., -\e 4a(x—lzdt,
' ( ) • — oo

I 
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de sorte que nous aurons, en intégrant par parties, pour le 
fonction

z = zv (x, d)

cette équation différentielle linéaire et homogène du second 
ordre
(5) 2az”-\-xz'— vz = 0,

obtenue de l’équation (3) du paragraphe 15 en y changeant 
le signe de a.

Remarquons maintenant que la fonction zv(x, a) satisfait 
à la condition (4), il résulte par conséquent une expression 
de la forme
(6) zv (x, a) = a (y, a) jv (x, —a) 4- a (y — 1, a) ÄZ (x, —a),

où a (y, a) désigne une fonction périodique de y, en ayant la 
période additive + 2, savoir

a. (y -J- 2, d) = a. (y, d).

Quant à la détermination de a (y, a), posons dans (6) 
x = 0, il résulte
(7) 2^(0, a) = a(y, aj/^O, — a).

Posons ensuite pour fixer les idées
(_!)/> = e~P\

la formule (7) donnera, en vertu de (2),

«<’.«> /■(-;) SX *<-*>’*.

ou bien, après une légère transformation,

/’(-J «2 2

ce qui donnera, en vertu de la formule intégrale

J e~4a r dt = 2V Ü 2 r , 5R(y) > — 1,

bien connue de la théorie de la fonction gamma,



72 Niels Nielsen.

2 «2 r —a— C0S-7Ç-
/ x r/ \ \ 2 / 2«Os«) 4—2) = -/xrw

Appliquons ensuite les identités

Vï/v+i) = r(ü±l)r(^-4-i)2\

r(1+i)r(-i)
sm F

il résulte
a (v, d) = — 1/ — sin vt ,

1 7T
ce qui donnera finalement

(8) ‘J e~ia(x—t)vdt = |/-^ sin V7r(kv (z, —a) — jv (x, —d))'.

Soit particulièrement v égal à un entier non négatif, savoir
v = n,

il résulte, en vertu des formules (2) et (3) du paragraphe 
précédent,
(9) £Zn(.r, —a) = e" 4a(z—ifdZ,

formule qui est applicable pour une valeur quelconque de 
la variable x.

Revenons maintenant à la formule générale (8), puis in
troduisons — v à la place de v, il résulte après une légère 
modification

( —— -V7ti

(10) \ “ 7« P7 (/-'(x.-o)-* -(x, —a)).
€—oo

Cela posé, nous avons à étudier l’intégrale définie
r»+00 
(• £2

iz / < n\ \ Hn(t,d}e 4a(11) K.(.r>«)= 4==.J- dl, 
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où la variable x ne doit jamais être réelle; la formule récur
sive (2) du paragraphe 11 donnera immédiatement

p+°° _ t3
vt \ ft! \ e iadt

(12)

d’où, en vertu de (10),

(13) K. (x, a) - F (x, -a) - k~-* (x, -a)).

La formule (12) nous fournit un simple moyen pour dé
velopper en série asymptotique la fonction Kn(x, d).

A cet effet, prenons pour point de départ l’identité évi
dente

1 I tr
x—t x ‘ r ‘ ‘ ' xr ' xr(x—t) ’

différentions ensuite n fois par rapport à t, un simple calcul 
donnera cette autre identité

s — r—n—1 s — n
(14)  1__ = -L. 1 . V Z r ) r~w+* .
1 \ 5 /x.”+s+1 ' xr \n—s) (X_0*+1

Posons ensuite dans (14) m = n-\-r, puis introduisons 
dans (12) l’expression ainsi obtenue, il résulte, en vertu des 
formules intégrales que nous venons d’appliquer,

< m—1

(15) Kn(x, d) = ^7-,
s = O

où nous avons posé pour abréger
p+°°

<16> - x^a S J Z '

c’est-à-dire que nous avons tout d’abord à étudier une inté
grale de la forme
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<17>
^—QD

où p et q sont des positifs entiers, tandis que la variable x 
ne doit jamais être réelle.

A cet effet, posons tout d’abord

a = ci -j- i ß , ci 0 ,
il résulte

v'a _JL
(18) e ia = e <(aa+£2) < e l*«l ;

posons ensuite
x = pex(i, 0 prr,

nous aurons
ZJ

X — t 2 = t3 -F/)’2 — 2tp COS0 = (t-\~pY— 4pt COS2-£-, 

de sorte que l’inégalité évidente

(i-F/>)2 4^i
donnera immédiatement

x—t 2 > (f —|- /?)2 sin2 -g- >, p2 sin2 „ .

Remplaçons ensuite, dans l’inégalité que nous venons 
d’obtenir, x par —x, savoir H par nous aurons
de même

|x-Fi 3 J> jo9cos2-^.

Cela posé, il résulte, en vertu de (17) et (18),

1'1 1 \ (*°° -
)4,î' <711(1 T T i?) ’ \ e iatî>dt’f \ cos-g- sinyl ) ,)0

ou, ce qui est la même chose,

(,9) |/- < 7.(1-^.+-n-1-»,-.)/'(pt1)■ I«'“-
P \ i cos g-1 sin -g I / v
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Remarquons maintenant que la formule (16) donnera

pm+n ]/^a \n~s)

nous aurons évidemment
fl„(x)l < --'4?' Cl /*11’

pm+n \nj

où s désigne une quantité positive qui s’évanouira quand 
nous faisons croître au delà de toute limite p = |z|.

Appliquons ensuite la formule (19), il résulte finalement 

<■> +Wi )'-rn

c’est-à-dire que nous venons de démontrer le théorème 
suivant :

I. Supposons que la variable x ne soit pas 
réelle, nous aurons la série asymptotique

< - m—l.

(21) K. (x, a) , » (a) > 0,

dont le terme de reste est déterminé à l’aide de 
la formule (20).

R saute aux yeux que la formule (20) donnera immédiate
ment cet autre théorème :

II. Supposons
(22) .r=|z|e^, zr — a > |0| > «> 0, 3t(a)>0,

la fonction transcendante Kn(x,a) convergera, quel 
que soit l’indice n, uniformément à zéro quand 
nous faisons croître au delà de toute limite |z|.

Posons maintenant, d’un point de vue formel, sans ques
tion sur la convergence,

n - oo
(23) — — = y Æn(?/, a) Hn(x, a),

y — x n = 0 
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puis appliquons formellement la formule (9) du paragraphe 
11, nous verrons que Kn(y, a) se détermine à l’aide de la 
formule intégrale obtenue de (11) en posant y à la place 
de x ; c’est-à-dire que le coefficient Kn(y,a) est défini, 
pourvu que y ne soit pas réel.

Appliquons ensuite la formule (11) du paragraphe 13, 
nous trouvons la série divergente

(24)
s = o y

obtenue de la série asymptotique (21) en y faisant croître 
au delà de toute limite m, puis remplaçant x par y; c’est- 
à-dire qu’un développement de la forme (23) n’existe pas.

Cela posé, il est évident que la méthode classique, in
ventée par Ch. Neumann, et appliquée par l’illustre géomètre 
pour développer une fonction analytique en séries des fon- 
tions sphériques ou des fonctions cylindriques, n’est pas 
applicable dans les recherches sur la possibilité de développer 
une fonction analytique en série de polynômes d’HERMiTE.

§ 18. Sur le produit de deux fonctions d’Hermite.

Soient y et z des intégrales quelconques des équations 
différentielles d’Hermite

^'-2M' + 2> = °' 2"-2«2’ + 2> = 0>

nous avons à étudier le produit

u = y z.

A cet effet, nous aurons en différentiant deux fois par 
rapport à x

u" = y”z 4_ d'y 4- 2y'z',

d’où, en vertu de (1),

(2) _ 2ÿy.
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(3)

Différentions encore une fois par rapport à x cette der
nière identité, le même procédé donnera

u<8> - u" + = y'z' y'z
2a 1 2a a y 1 a

d’où en éliminant, à l’aide de (2), le produit y'z!

3z „ . /3/z + y—1 i x2 \ , +’ - 2 a u + ( 2a + 2?) “ - “

Soit particulièrement p = v, nous aurons par conséquent 
le théorème suivant:

I. Le produit de deux intégrales quelconques 
de l’équation différentielle

2az/" —+ — 0

est toujours intégrale de cette équation différen
tielle homogène et linéaire du troisième ordre

(4) 2a2u"' — 3ax u" -|- (x2 + a (4« —1)) u' — 2px u = 0.

Quant au cas général, où p et y sont différents entre 
eux, nous avons à differentier encore une fois par rapport 
à x l’identité (3), ce qui donnera, en vertu de (1),

Z.. 3z . /3p-f-v—4 . x2 \ ,, p~\~v—2 , .“<4>- 2a “<*’+ ( 2a + 2a‘) " “ 2?~ “ +

2a- 2a2 a

Éliminons ensuite, en vertu de (2) et (3), les deux pro 
duits y'z et y'z, il résulte cet autre théorème :

II. Soient y et z des intégrales quelconques 
des équations (1), le produit

u = y z

est toujours intégrale de cette équation différen
tielle linéaire et homogène du quatrième ordre
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(5)
4a3 — 8a'2 xuW-\- (5xa 4a ( « + y — 2)) u" —

— ((6/z-|-4y—6)ax+Æ3)q'+(((p—y)2— 2(/z-|-y))a+(p-|-y)x8) w = 0.

On voit que ces résultats obtenus pour le produit de 
deux fonctions d’HERMiTE sont parfaitement analogues à 
ceux connus pour le produit de deux fonctions méta- 
sphériques.
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